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Matrizes: Definicao “‘ J]

Uma matriz A, m x n (m por n), € uma tabela de mn numeros dispostos em m linhas e n colunas

(@ Gy ... Gy ] A i-ésima linha de A é
(1a1 gy ... Lo
A= " [ Ay iy .- Ain ] :
Oml Am2 - .- tmn B -
| | a,
. . ) 2
parai = 1,....m e a j-ésima coluna de A &
i g |
paraj=1...., n. Usamos também a notagao A = (a;; )y« Dizemos que a;; ou [A];; € o elemento

ou a entrada de posigdo 1. ; da matriz A.

Se m = n, dizemos que A & uma matriz quadrada de ordem n e os elementos a;. aza.
formam a diagonal (principal) de A.

e oy g

|18
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Matrizes: Operacao Soma

Lﬂ

Definicdo 1.1. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (a;; )., € B = (b;;) 0

definida como sendo a matriz m x n
C=A+B

obtida somando-se os elementos correspondentes de /1 e B, ou seja,

cij = @i + bij

parai=1.....mej=1..... n. Escrevemos também [A + Bl;; = a;; + b;;.

Exemplo 1.2. Considere as matrizes:

1 2 =3 2 1 5}
"lzl:% 1 n]‘ E:l 0 3 -1]

Se chamamos de (' a soma das duas matrizes /A e B, entao

o {} 1 —345 ] [-1 3 2
{'_"“B_l 340 4+3 04(-4) |~ | 3 7 -4




Matrizes: Operacao multiplicacao por escalar LL J

Definicdo 1.2. A multiplicacdo de uma matriz A = (a;, )., por um escalar (nimero) o & definida
pela matriz m = n
B=aAd

obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A pelo escalar «v, ou seja,

IJJJ = ik ﬂl_] 5
parai = 1,..., mej=1,...,n Escrevemos também [aA];; = a a;;. Dizemos que a matriz B &
um maltiplo escalar da matriz A.
2 1
Exemplo 1.3. O produto da matriz A = 0 3 | peloescalar —3 é dado por
=
'.-.'
(=3)(=2) (=3)1 6 —3
1A = (—3)0 (—=3) 3 = 0 -9
(—=3)5 (—3)(—4) 15 12




Matrizes: Operacdo Produto “ H

Definicao 1.3. O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da primeira matriz e
igual ao namero de linhas da segunda, A = (ai)m«p € B = (bij)pxn € definido pela matriz m = n

C = ARB
obtida da seqguinte forma:
cij = by + diebai + ..+ aiphy;, (1.1)
parai=1,....mej=1,..., n. Escrevemos também [AB];; = anby; + awby; + ... + aipby;.




Matrizes: Operacao Produto

A equacgdo (1.1) esta dizendo que o elemento i, j do produto € igual & soma dos produtos dos
elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B.

y; 1z --- Qp ~ _
11 ‘s Cln I}“ . Ir‘ll]-_.l' C e IEiIl.u
bar “ua ba; . by
Cij - @i @iz ... dip ) _
Cml <22 Cmn I':'J-" L. II'J,M. . |rJ',n.u
Qw1 Az - - ﬂa-:-::,n i

A equacao (1.1) pode ser escrita de forma compacta usando a notacao de somatorio.

P

[-*'15]4] = aibyj + iabe; + . .. + aipby; = Z T

k=1




Matrizes: Operacao Produto 1 ’

A equacao (1.1) pode ser escrita de forma compacta usando a notacao de somatorio.

I
[IB]U = rr,-.:?j-u i ﬂ,‘glr}g_.,' ... ﬂ,'lnlrllr,_,' = Z rr,-,.,h;‘.j
k=1
n
e dizemos “somatorio de £ variando de 1 a p de a;,.b;;". O simbolo Z significa que estamos fazendo

k=1
uma soma em que o indice k esta variandode Lk = 1 até | = P- NQUI‘HES pmpriaﬂaﬂes da nﬂtﬂgﬁﬂ'

de somatorio estdo explicadas no Apéndice | na pagina 32.



Matrizes: Operacdo Produto “ U

Exemplo 1.4. Considere as matrizes:

_ . 21 0
A= ! !; ;‘; [:; ] . B= 0 3 0
‘ B —4 0

Se chamamos de (' o produto das duas matrizes A e B, entdo

Coap_ [ 1(-2+2:04+(=3)5 1-1+2-3+(=3)(-4) 0] _[-17 19 0
T T 3(-2)+4-040-5 3-1+44-3+40(-4) 0| 6 15 0|

Observacao. No exemplo anterior o produto 5 ndo esta definido (por que?). Entretanto, mesmo
quando ele esta definido, B pode ndo ser igual a AF, ou seja, o produto de matrizes ndo é comu-
tativo, como mostra o exemplo seguinte.



Matrizes: Transpostas “ '

Definigao 1.4. A transposta de uma matriz A = (a;; )., € definida pela matriz n x m

B = A

obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou sgja,

h

‘.J. — ”JJ .

parai=1.....nej=1...., m. Escrevemos também [A'];; = a;;.

Exemplo 1.7. As transpostas das matrizes

.,.1:[:1;?”_ le

= ba

b
)
I
—
|_I
|
=
Il
| |
=i e
o I
[T |
1]
=
-
=
|
L
i " N




Matrizes: PROPRIEDADES (TEOREMAS) “ J

Teorema 1.1. Sejam A, B e (' matrizes com tamanhos apropriados, o e 7 escalares. Sdo validas as
seguintes propriedades para as operagoes matriciais:

(a) (comutatividade) A + B =5 + A;
(b) (associatividade) A+ (B + C)=(A+ B) + C;

(c) (elemento neutro) A matriz (), m x n, definida por [0];; =0, parai =1,..., m,j=1,....,.né
tal que
A+0=A,

para toda matriz A, m = n. A matriz () & chamada matriz nula m = n.

(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma Unica matriz — A, definida por [—A];; =

A4
(e) (associatividade) a(5A) = (a3)A

() (distributividade) (a + 3)A = aA + SA;




Matrizes: PROPRIEDADES (TEOREMAS) “ ’

(10 ... 0
01 ... 0
(g) (distributividade) oA + B) = ad + ab; I,=
(h) (associatividade) A(BC) = (AB)C; 00 1|

(i) (elemento neutro) Para cada irifeiro positivo p a matriz, p = p,

chamada matriz identidade ¢ tal que
‘__.1 Ii"! — .I.II"I.]' — .".1. ﬂ-ﬁrﬂ' rﬂdﬂ' mﬂ'tl".l'-.z _"1 — {_I‘T,‘_Ii.]i.;.;;.;_n.

(i) (distributividade) A(B + C) = AB + AC e (B + (')A = BA 4+ CA;
(k) a(AB) = (aA)B = AlaB);

() (A" = A; (n) (aA) =a A

(m) (A+ B)t = At + Bf; (o) (AB)' = B'AY;




Matrizes: Exercicios ‘ l ’

Considere as matrizes A, B e C abaixo e resolva o itens:

1 2 2 1 . .
-1=[:_; IWEH:[ 0 "'I"W C2><3={Cij:2l_3]}

1) D =2A-3B
2)E=AC-BC
3)F=CA+CB
4) G =A%*2B
5)H=CLA




Matrizes: Exercicios ‘L J

Exemplo 1.11. Uma inddstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B.
Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do insumo A e 2 gramas do insumo B;

para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de
A e 4 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z & R$ 2,00, R$ 3,00

e R$ 5,00, respectivamente. Com a venda de toda a producio de X, Y e Z manufaturada com 1 kg
de A e 2 kg de B, essa industria arrecadou R$ 2500,00. Vamos determinar quantos kg de cada um
dos produtos X, Y e Z foram vendidos. Como vimos no Exemplo 1.6 na pagina 8, usando matrizes o

Uma industria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B. Para a
manufatura de cada kg de X sao utilizados 2 gramas do insumo A e 1 grama do insumo B; para
cadakgdeY, 1 gramadeinsumo A e 3 gramas de insumo B e, para cada kg de Z, 3 gramas de A
e 5 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Ye Ze R$ 3,00, R$ 2,00
e R$ 4,00, respectivamente. Com a venda de toda a producdo de X, Y e Z manufaturada com
1,9kg de A e 2 4 kg de B, essa industria arrecadou R$ 2900,00. Determine quantos kg de cada
um dos produtos X, Y e Z foram vendidos. (Sugestao: veja o Exemplo 1.11 na pagina 39.) b
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Inversa de uma Matrizes: Definicao ‘ ‘ '

A inversa da matriz A, definida por A'l, da mesma ordem de A, ¢

matriz que satisfaz as seguintes igualdades:

AA1=A414=1,

Obs.: Temos pelo menos trés maneira de obtermos a inversas:
| — Por operacdes Elementares;

Il — Pela matriz adjunta;

11 — Pela resolucao de sistemas lineares;




Inversa de Matrizes: Operacoes Elementares “ H

1
6
3
2) multiplicar uma linha por um numero qualquer nao-

1 & 1 A i 4 X 3
5 2 4 6|{L3=4L3 S 2 & 8

2 -1 1 3 8 -4 4 12

1) trocar linhas de lugar;

% 491 ¢ 2 A
- | 3| L2 13 |5 2 4
1

1
Dy Ik &% B 2 -1

nulo;




Inversa de Matrizes: Operacoes Elementares

3) somar a uma linha, outra linha multiplicada por um

numero qualquer nao nulo.

i
5
| 8

1 1
2 4
-4 4

1

6

12 |

{Ll2 =513 —-81L2

1

0

| 8

1
-36
—4

1
-12
4

17

12

12 |

(]

AllL, =1,|A71

Objetivo do método: transforma o lado esquerdo, da equivaléncia,

no lado direito, usando somente as operacotes elementares




Matrizes: Exercicios

Considere as matrizes A, e B abaixo e resolva o itens:

a=[] ] b _litiseiz]
' 3 4 X3 T li—jsei<j

1) A1 pelo método das operacao elementares
2) B! pelo método das operacao elementares

3) Verificar os itens anteriores pelo Symbolab

L]




Determinantes: Definicdo (n < 4) “ H

Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de elementos reais,
Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamaos determinante da matriz
M (e indicamos por det M) o nimero que podemos obter operando com 0$

elementos de M da seguinte forma:
19) Se M é de ordem n = 1, entdo det M & o Unico elemento de M.
M = [-El“] = dEtM = ﬂ”_

Exemplo
M = |6] = detM = 6,

Podemos também indicar o determinante de M pelo simbolo la;,l, isto &,
colocando uma barra vertical de cada lado de M.




Determinantes: Definicao (n < 4)

L)

29) Se M é de ordem n = 2, o produto dos elementos da diagonal prin-
cipal menos o produto dos elementos da diagonal secunddria.

a2

3-11

]:‘rdEtM:

.
. -

"a a.;
1. 4953
el = @y18y ~ Apdy

M
. & i

Exemplos
3 =1
4 2

cCos X

agn y

sen x

COS 'y

=3-2-4(-1) =10

= COSX*COsSY - Senx-+seny = cos(x + y)




Determinantes: Definicdo (n < 4) ‘ ‘ J’

3%) Se M é de ordem n = 3, isto &,

M = dj dan dq3 P l'-hfinimns:

detM = a,, - a;;-a3;+a;y- B3+ @3 ta,3-3;5, 8y -ay3+ 3y 83 -
=djyr 833" 833~y * dq * A3y

Podemos memorizar esta definicio da seguinte forma:

a) Repetimos ao lado da matriz, as duas primeiras colunas.

b) Os termos precedidos pelo sinal@ﬁﬁ'ﬂ obtidos multiplicando-se os
elementos segundo as flechas situadas na direcdo da diagonal principal:

dyy*dyy > 833, dyq*dg3" 83, g3 d3; * d33.



Determinantes: Definicao (n < 4)

¢c) Os termos precedidos pelo sinal (=) sdo obtidos multiplicando-se os
elementos segundo as flechas situadas na direcdo da diagonal secundaria:

=dy3* dgg e Ay, =@y * Ay A3z, —dyp ¢ dyy ¢ A3;.

e ~p. a7 7
11 12

Este dispositivo pritico é conhecido como regra de ﬁarrui ﬁara o calculo
de determinantes de ordem 3.

Exemplo
1 3 4

5 2 -3 |=4-9+8B0-8+12-30-=49
1 4 2

e




Matrizes: Exercicios

Considere as matrizes A, e B abaixo e resolva o itens:

a=[] ] b _litiseiz]
' 3 4 X3 T li—jsei<j

1) Det(A) e Det(3.A) pela regra de Sarrus;
2) Det(B) e Det(-2.B) pela regra de Sarrus;

3) Verificar os itens anteriores pelo Symbolab

L]




N
f{j ATE A PROXIMA

AULA!

Estude bastante!




