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20. Ache o valor médio da fungdo f definida por f(x) = sec? x
no intervalo [0, 5], dado que S:M sec? x dx = 1. Ache tam-

bém o valor de x onde ocorre o valor médio. D& uma inter-
pretacdo geométrica dos resultados.

21. Suponha que uma bola saia do repouso e apés f s sua veloci-
dade seja v m/s, Desprezando a resisténcia do ar, expresse
v em termos de f como v = f(f) e ache o valor médio de f
em [0, 2]. (Sugestdo: ache o valor da integral definida
interpretando-a como a medida da drea da regido contida num
tridngulo.)

22. Ache o valor médio da fungdo f definida por f(x) =
= /49— x? no intervalo [0, 7]. Faca uma figura. (Sugestdo:
ache o valor da integral definida, interpretando-a como a me-
dida da 4rea da regido encerrada por um quarto de circulo.)

23. Ache o valor médio da funcdio f definida por f(x) =
= /16 — x? no intervalo [—4, 4]. Faca uma figura. (Su-
gestdo: ache o valor da integral definida, interpretando-a co-
mo a regido encerrada por um semicirculo.)

24. Suponha que f'seja integravel em [— 4, 7]. Se o valor médio
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26. O seguinte teorema é uma generalizacdo do Teorema do va-
lor médio para integrais: se f e g forem continuas no interva-
lo fechado [a, b] e g(x) > 0 para todo x no intervalo aberto
(a, b), entdo existird um nimero y em [a, ] tal que

2 fgx) dx = 1) 7 g dx

Prove esse teorema por um método semelhante ao do Teore-
ma 5.7.1: obtenha a desigualdade m < f(x) € M e entdo
conclua que mg(x) < f(x)g9(x) < Mg(x); aplique o Teorema
5.6.8 e prossiga como na demonstra¢do do Teorema 5.7.1.

27. Mostre que se g{x) = 1, o teorema do Exercicio 26 torna-se
o teorema do valor médio para integrais.

4
Nos Exercicios de 28 a 32, use o teorema do Exercicio 26 para
provar a desigualdade.

4 xdx 4
ZSJ x3+2<foxdx

0

x2 dx

1
29. —_—

<J-_]1 x? dx

30. f:xsenx dx € fo‘xdx

de f no intervalo [—4, 7] for %X, ache ST ; flx) dx.
25. Se f for continua em [a, b] ¢ Sb S(x) dx = 0, prove que exis-
a
te pelo menos um numere ¢ em [a, b] tal que f(c) = 0.

12

C b
12 COS X dx

31. f_lﬁz sen? x cos mx dx < J‘_'

! x cos x 1
3. L e l-dxgj'o x dx

5.8 0S TEOREMAS
FUNDAMENTAIS
DO CALCULO

Historicamente, os conceitos bdsicos da integral definida foram usados pelos
antigos gregos, principalmente Arquimedes (287—212 A.C.), hd mais de 2000
anos, muito antes da formulag¢do do cdlculo diferencial.

No século dezessete, quase simultaneamente mas trabalhando independente-
mente, Newton e Leibniz mostraram como o Cdlculo poderia ser usado para
se encontrar a 4rea de uma regifo limitada por uma curva ou um conjunto de
curvas, determinando uma integral definida por antidiferenciacio. O procedi-
mento envolve o que é conhecido como os teoremas fundamentais do Calculo.
Antes de enunciar e prova-los, vamos discutir as integrais definidas com um
limite superior varidvel.

Seja f uma func¢do continua no intérvalo fechado [, b]. Entdo o valor da

integral definida r J(x) dx depende somente da fun¢io fe dos nimerosa e b,
a

ndo do simbolo x usade aqui como varidvel independente. No Exemplo 1,

Secgdo 5.5, encontramos o valor de r x? dx, que é % Qualquer outro simbolo

poderia ter sido usado no lugar de x; por exemplo,
3 3 3
J; t2de =4 fluzdu=—2§§- fl rPdr=2¢

Se f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo, pelo Teorema 5.5.3 a inte-
gral definida r f(r) dr existe. Vamos primeiramente estabelecer que se uma
a

integral definida existir, entdo ela serd um tunico nimero. Se x for um mimero
em [a, b], entdo f serd continua em [a, x], pois é continua em [a, b]. Conse-

qiientemente, jx J(?) dt existe e ¢ um ntmero cujo valor depende de x. Logo,
- a
Sx f(?) dt define uma funcio F tendo como seu dominio todos os nimeros no
a



= f(H)
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FIGURA 1

5.8.1 TEOREMA
Primeiro Teorema Fundamental

do Célculo |
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intervalo fechado [a, b] e cujo valor funcional em qualquer numero x de [a, ]
¢ dado por

F(x) = f * 1(0) dt (1)

Segundo a convengédo notacional, se os limites de uma integral definida fo-
rem varidveis, deverdo ser usados simbolos diferentes para esses limites e para
a varidvel independente no integrando. Assim, em (1), como x € o limite supe-
rior, usamos a letra ¢ como a varidvel independente no integrando.

Se, na expressao (1), f(#) = 0 para todos os valores de ¢ em [a, ], entdo os
valores funcionais de F(x) poderio ser interpretados geometricamente com a
medida da 4rea da regido limitada pela curva cuja equagdo ¢ y = f(¢), pelo eixo

tepelasretas t = aet = x. (Veja a Figura 1). Note que F(a) = 5:}'(:) dt,

" 0 que pela Definicdo 5.5.6 € igual a 0.

Vamos agora enunciar e provar um teorema importante que da a derivada
da fungdo F definida como uma integral definida tendo um limite superior va-
ridvel. Esse teorema ¢ chamado de primeiro teorema fundamental do Cdlculo.

Seja fuma fungdo continua no intervalo fechado [q, b] e seja x qualquer nime-
ro em [a, b] Se F for a fum;io defiruda por

F(x) = Lf(t) dt .
entao,

F@=fo @

Sex = a?a'c'ie'ri\rada em (2) pode sér a derivada 4 ﬂi_reita esex = b,a deriva&a
em (2) pode ser a derivada & esquerda.) 4 ' C

Prova Considere dois numeros x, € x, + Ax em [a, b]. Entédo

Foxo = [ fw) de
1
Flx, + Ax) = f A o) dt
entdo, K
Flx, + Ax) = Fixy) = [ fioyde — 7 10 e 3)

Pelo Teorema 5.6.7,
J;x' floyde + L T (0 de = J' * f(0) dt
Lx'+mf(r) dt — f f)ydt = f""“‘f(;) dt

Substituindo essa igualdade em (3), obtemos
Flx, + Ax) = Fxy) = [ fioy de @

Pelo teorema do valor médio para integrais (5.7.1) existe um numero y no
intervalo fechado limitado por x; e x; + AXx tal que

2% pey de = s Ax
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Dessa relagdao e de (4), obtemos
F(x; + Ax) — F(x,) = f(x) Ax

F(x, + Ax) — F(x,)
_ Ax =)

Tomando o limite quando Ax tende a zero, temos

L RO+ Ax) — Flx)
Ax—0 Ax

Jlim f() O

O primeiro membro de (5) é F*(x,). Para determinar lim f(x), lembre que
Ax—0

X estd no intervalo fechado limitado por x, e x, + Ax, e como

lim x;, =x, e lim (x, + Ax) = x,
Ax—0 Ax=0Q
segue do teorema do ‘‘Sanduiche’’ (2.8.1) que lim y = x;. Assim, temos
Ax 0
lim f(x) = lim f(x). Como f é continua em x,, lim f(x) = f(x,); assim
Ax—0 X - X X=X
lim f(x) = f(x;) e de (5) temos que
Ax -0
Fi(xy) = f(x,) (6)

Se a funcdo f ndo estiver definida para valores de x menores do que @, mas
for continua a direita de a, entdo na argumentacgao acima, se x, = @ em (5),
Ax precisa tender a 0 pela direita. Assim, o primeiro membro de (6) sera
F’, (x;). Analogamente, se f ndo estiver definida para valores de x maiores do
que b, mas for continua a esquerda de b, entdo se x, = b em (5), Ax deve ten-
der a zero pela esquerda. Logo, teremos F’_(x,) no primeiro membro de (6).

Como x, é um nimero qualquer em [a, b], a igualdade (6) estabelece o que
queriamos provar,

O Teorema 5.8.1 estabelece que a integral definida r f(®) dt, com limite su-
perior variavel x, é uma antiderivada de f.

A equagio (2) do teorema pode ser escrita da seguinte forma, substituindo
d [(=x
F’(x) por — § ) dt:
) p i )i S

d
o rwa = s _ @

a

EXEMPLO 1 Calcule as seguintes derivadas:

[au}i g dt (b)i xz\;’costdr
dx dx 14

P+
Solucdo

(a) De (7) com f() = temos

s
£+ 1

d (> 1 P
dx J, 2 +1 x> +1




5.8.2 TEOREMA
Segundo Teorema
Fundamental do
Célculo
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(b) Usamos a regra da cadeia com ¥ = x2, e temos
J Jeostdt = I \/cos de -

De (7) com f(¢) = +/cos t e como %ﬁ— = 2x, temos

e \/cos t dt = <Jcos u (2x)
= 2x./cos x?

Vamos usar agora o Teorema 5.8.1 para provar o segundo teorema funda-

‘mental do Cdlculo.

Seja f uma funcao continua no intervalo fechado [a, b] € seja g uma funcao
tal que : 3

g’ = f) | ®

.para todo x em [a, b]. Entdo,

5 f@) dt = g(b) — g(a)

(Sex =a,a derwada em (8) pode ser uma dcrlvada a dlrelta, e se x - b, a
derivada em (8) pode ser uma derwada 4 esquerda. ) -

Prova Se f for continua em todos os nimeros em [a, b], sabemos do Teorema
5.8.1 que a integral definida jx f(f) dt, com o limite superior varidvel x, defi-
a

ne uma fung¢io Fcuja derivada em [a, b] é f. Como, por hip6tese, g’ (x) = f(x),
segue do Teorema 5.1.2 que

o) = [" ey de +

onde k € uma constante. Tomando x = b e x = a, sucessivamente, nessa equa-
¢d0, obtemos

gb) = [ f@® dt + k .

gla) = j; “foydt + k (10)
De (9) e (10),

9(b) — g(@) = [ fyde - [ feey de
Mas, pela Definigo 5.5.6, S f(0) dt = 0; assim

g(b) — g(@) = | fy dt

que é 0 que queriamos provar.
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Se f ndo estiver definida para valores de x maiores do que b, mas for conti-
nua a esquerda de b, a derivada em (8) sera a derivada i esquerda, e teremos
gL (b) = FL(b), de onde segue (9). Da mesma forma, se f néo estiver definida
para valores de x menores do que a, mas for continua 2 direita de a, entdo a
derivada em (8) serd a derivada a direita e teremos g/ (a) = F’ (a), de onde se-
gue (10). |

Estamos agora em posi¢do de encontrar o valor exato de uma integral defini-
da, aplicando o Teorema 5.8.2. Quando aplicarmos esse teorema, usaremos a
notagao

[9®) - g(@] por g(x)]’

» ILUSTRAGCAO 1 Vamos aplicar o segundo teorema fundamental do Clculo
para determinar

f: x2 dx

Aqui f(x) = x% Uma antiderivada de x? € 3 x3. Dai escolhemos
. .

o) =3

Logo, do Teorema 5.8.2,

3, _x3"'
fl x dx—wg—]l

94

26
3

Compare esse resultado com o do Exemplo 1, Sec¢do 5.5. <

Devido a conexdo entre integrais definidas e antiderivadas, usamos o sinal
de integral S para a notacdo 5 S(x) dx de antiderivada. Vamos dispensar agora
a terminologia de antiderivadas e antidiferenciacdo e comegaremos a chamar
5 J(x) dx de integral indefinida. O processo de cdlculo de uma integral indefini-

da ou definida é chamado de integracgio.
Deve ser enfatizada a diferenga entre uma integral indefinida e definida. A

primeira, § J(x) dx, foi estabelecida como sendo uma fungéo ¢ tal que sua deri-
vada D, [g{x})] = f(x). Por outro lado, a segunda r S(x) dx, ¢ um mimero

cujo valor depende da fun¢do fe dos nimeros a e b e foi definida como o limite
de uma soma de Riemann. A defini¢do de integral definida nao faz nenhuma
referéncia a diferenciacio.

A integral indefinida envolve uma constante arbitrdria; por exemplo,
3

fxzdx=x?+C

A constante arbitrdria C ¢ chamada de constante de integracdo. Ao aplicar o

segundo teorema fundamental do Cdlculo nao é preciso incluir a constante ar-
bitrdria C na expressdo de g(x), pois o teorema permite-nos escolher qualquer
antiderivada, inclusive aquela para a qual C = 0,
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EXEMPLO 2 Calcule

4

- (x* — 6x% + 9x + 1) dx

Solugéo
4
1/2

x* x3

xz
_ =-Z~—~6-?+9'§~+x]:‘2
=(64—128+72+4)—(H—3+2+)
R 1

3 2 — I R g t 2 b *
(x* — 6x +9x+.1)dx—_rmx dx 6J.mx dx+9j‘”zxdx+J:!2dx

EXEMPLO 3 Calcule
fi’ (x4 + 4x'P)dx

Solugdo
J‘_ll (x*® + 4x'3) dx = 3x7P + 4 - %x""3]1_

=3+3—(—-3+3)

1

=$
EXEMPLO 4 Calcule
f: 2x%x3 + 1 dx
Solucéo ‘
. 2
f: 2x3x* + 1dx = ;[ VX3 + 1 (3x% dx)
(]
2 (2 + PP
3 3 b
=48 + 12 — 40 + 1)
=35Q27-1)
— 104
- 9

EXEMPLO 5 Calcule

J::x\;'l + xdx

Solugéo Para calcular a integral indefinida 5 x1 + xdx, seja

u=J1+x wWw=1+x x=u?-—1 dx = 2u du



