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20. f(x, y) = In(x* + y* — 9) — In(1 — x* — y?)
21. f(x, y) = sen”i(x + y) + In(xy)
22. f(x, y) = sen” }(xy)

sen(x + »)
2. f(x, y) = _—*x+y‘ sex+y#0
1 sex+y=0
x2 — 2
sex #
24. f(x,5) ={ x— Y
X—y sex=y

Nos Exercicios de 25 a 31, a fungdo é descontinua na origem,
pois f(0, 0) ndo existe. Determine se a descontinuidade é remo-
vivel ou essencial. Se a descontinuidade for removivel, redefina
f(0, 0), de tal forma que a nova fungdo seja continua em (0, 0).

Célculo Diferencial de Fungdes de Mais de Uma Varisvel

Mostre que a regido de continuidade de F consiste em todos os
pontos de R?, exceto aqueles sobre a hipérbole x> — 3)2 = 1.
A fungdo G é definida por

Gix, y) = {x + 4y?

Mostre que a regido de continuidade de G consiste em todos
os pontos de R2, exceto aqueles sobre a elipse x> + 4)% = 5.

. (a) D& uma defini¢ao de continuidade em um ponto para uma
fungéo de trés varidveis, similar & Defini¢do 16.3.2. (b) Enun-
cie teoremas para fungdes de trés varidveis, similares aos Teo-
remas 16.3.3 ¢ 16.3.7.

33.

sex? +4y?<5
sex? +4y2>5

25. f(x, ) = . Xy , 26. f(x,y) = — x . .A{o‘s Exercicios _¢.1e3.-5‘ a3s, uscr’ as‘deﬁnipéese teoremas do Exer-
x*+xy+y x“+y cicio 34 para discutir a continuidade da fun¢do dada.
x
— (5 _ xz
27. f(x’ y) (x + .V) sen xz + yz 35. f(X, ¥y, Z) = > 3 5
x2y? . x3y? i Vxt+yt+ 2zt -1
28. flx,y) = 215 29. f(x,y) = P 36. f(x, y,2) = In(36 — 4x2 — y? — 972
. 3xyz
2y% — 3xy x3 — 4xy? . L 0,0,0
= 31. A = _ 2 2 2 SC(X,y,Z_)?é( )
f(x ) m f(x Y) x2+y2 37. f(x,y,z)— X +y +z
0 se(x, y,2z)=(0,0,0)
32. A fun¢io F é definida por » 2
' ==Y se(x 5,2 #(0,0,0)
F(x,y) = x? —3y% sex? —3y?< 1 38. flx,y,2) =4 x* + y* + 2 ¥
Y=12 sex? —3y2 > 1 ' lo se(x, , 2) = (0, 0, 0)

16.4 DERIVADAS PARCIAIS

A discussdo sobre derivagdo de uma fungio de n varidveis com valores reais
reduz-se ao caso unidimensional, se tratarmos uma fung¢éo de n variaveis como
uma fun¢do de uma varidvel de cada vez, mantendo fixas as demais varidveis.
Isso nos leva ao conceito de derivada parcial. Vamos definir primeiro a deriva-
da parcial de uma func¢do de duas variaveis. :

16.4.1 DEFINICAO

Séja fuma fungio de duas varidveis, x e y. A derivada parcial de f em relacdo
a x ¢ aquela fungdo, denotada por D, f, tal que seus valores funcionais em qual-
quer ponto (x, y) no dominio de f sejam dados por

S&x + Ax, y) = f(x, »)
Ax

se 0 limite existir. Da mesma forma, a derivada parcial de f em relagio a y é
aquela func¢do, denotada por D,f, tal que seus valores funcionais em qualquer
ponto (x, ) no dominio de f sejam dados por

S,y + Ay) - flx, »)
Ay

lim
Ax -0

D\f(x, y) =

D,fx, y) = lim

Ay -0

se o limite existir.

O processo de encontrar uma derivada parcial é chamado de dérivag:ﬁo parcial.
D, f élido como “D sub 1 de f*’ (sub ¢ abreviatura de subindice), e isso de-
nota a fungdo que é a derivada parcial de f em relagdo A primeira varidvel..
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D, f(x, ) é lido como ““D sub 1 de fde x e y°, e isso denota o valor funcional

de D,f no ponto (x, y). Outras notagbes para D, fsdo f, f. ¢ f Outras no-
af(x,

tagGes para D, f(x, y) sdo fi(x, ¥), f{x, y) e ——=— %) . Da mesma forma, outras

notagdes para D,f sdo f,, f, € aﬁ , ou ainda; para D,f(x, y), fi(x, »), f,(x, ye

az

Ot (ax}: V) Sez= f(x, ), podemos escrever —— 3 P D, f(x,y). Uma derivada

parcial ndo pode ser considerada como uma razdo entre dz e dx, pois nenhum

dy pode representar o

desses simbolos tém significado separado. A notagdo
quociente de duas diferenciais quando y é uma fung¢ao de uma tnica varidvel x,

1 . .. 9z
mas ndo ha uma interpretagdo similar para L
X

EXEMPLO 1 Aplique a Defini¢do 16.4.1 para achar D, f(x, y) e D, f(x, y) se
flx, y)=3x* — 2xy + y*

Solugdo
x + Ax, y) — f(x,
D, f(x,y) = lim I Ay fx y)
Ax—0 X
3k 4+ Ax)? = 2(x + Ax)y + y* — (3x% — 2xy + y?)
= lim
Ax—0 Ax
— lim 3x2 + 6x Ax + 3(Ax)> —2xy — 2y Ax + y* — 3x? + 2xy — )?
B Ax—0 Ax
. 6x Ax + 3(Ax)* — 2y Ax
= lim
Ax—0 Ax
= lim (6x + 3 Ax — 2y)
Ax—0
=6x — 2y
Av) —
D, f(x, y) = lim Jl, y + Ay) — f(x )
Ay—0 Ay
i 2O+ AN+ + A - Bx7 = 2xy + 57
Ay—0 Ay
- lim 3x2 — 2xy — 2x Ay + y* + 2y Ay + (Ay)* — 3x% + 2xy — )?
Ay—0 Ay
_ 2
— im 2xAy + 2y Ay + (Ay)
Ay—0 Ay
= lim (—2x+ 2y + Ay)
Ay—0

—2x + 2y
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Se (X, Yo) for um determinado ponto no dominio de f, entdo

Xo + AX, - Xos
D, f(xy, ) = lim S AyO) JC 'o Yo) )
Ax -0 X
se esse limite existir, e
X0, Yo + AY) — f(x,,
D, f(Xo, y) = lim S Yo Ay) S0 ¥ (2)
Ay-0 y

se esse limite existir.

» ILUSTRAGAO 1 Vamos aplicar a férmula (1) para encontrar D, f(3, — 2) pa-
ra a fungédo f do Exemplo 1.

B+ Ax, —2) — 13, —-2)

D, f(3, —=2) = lim

Ax—0 Ax
— lim 33+Ax)2 =23+ Ax)(—2)+ (=2 -7+ 12 + 4)
" Ax=0 Ax
. 2T+ 18Ax +3(Ax)  + 12 +4Ax +4— 43
= lim
Ax—0 Ax
= lim (18 + 3 Ax + 4)
Ax—0
Férmulas alternativas de (1) e (2) para D, f(x,, ¥,) € D, f(xy, ¥o) sdo dadas por
X, = f(x,,
Df (%, 7)) = lim JOx, yo) S ( 0 Vo) 3)
X = Xo X — X,
se o limite existir, e
. X > - »
D, f(x0, y) = lim S0 ¥) — Sfxo ¥o) @)
Y- Y - W

se o limite existir.

» ILUSTRAGAO 2 Vamos aplicar a férmula (3) para encontrar D, f(3, —2) pa-
ra a fungdo f do Exemplo 1.

D, f3, —2) = lim 1% =2 =G, =2)
x—3 x_3
. 3x?+4x+4—43
= lim :
x—3 x._3
. 3x% +4x —39
=lim —~— —— 7
x—3 x—3

g GX 13 —3)

x—3 X — 3
= lim 3x + 13)
x=3

=22 <
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| 4 ILUSTRACAO 3 No Exemplo 1 mostramos que
D, f(x,y) = 6x — 2y
Logo,
D,f(3, -2)=18 +4
=22
Esse resultado estd de acordo com o que foi obtido nas Ilustracdes 1 € 2. €

Comparando a Defini¢do 16.4.1 com a defini¢do de derivada ordindria (3.1.3),
vemos que D, f(x, y) é a derivada ordindria de f quando f for considerada fun-
¢do de uma variével x (isto &, se y for mantido constante); e D, f(x, y) € a de-
rivada ordindria de £, se f for considerada como fun¢do de uma varidvel y (isto
¢, se x for mantido constante). Assim sendo, os resultados do Exemplo 1 po-
dem ser obtidos mais facilmente, se aplicarmos os teoremas para derivagdo or-
dindria, com y considerado constante ao calcularmos D, f(x, y) e com x consi-
derado constante, ao calcularmos D,f(x, ¥). O exemplo a seguir ilustrara isso.

EXEMPLO 2 Ache f.(x, y) e f,(x, ) se
f(x, y) = 3x3 — 4x%y + 3xy? + sen xy?

Solugéo Tratando f como uma fun¢do de x ¢ mantendo y constante, temos
flx, y) = 9x* — 8xy + 3y* + y? cos xy?

Considerando f como uma fung¢ido de y e mantendo x constante, temos

f(x, y) = —4x? + 6xy + 2xy cos xy*

EXEMPLO 3 ‘Dada

x? + y?
. 0 se (x, y) = (0, 0)
Mostre que (a) f,(0, ) = —y para todo y e (b) fo(x, 0) = x para todo x.

xy(x? — y*)
T

Solugéo

(a)Sey # 0, de (3) . Sey = 0, de (3)
flx,y) — 0, y) f(x, 0) — £(0, 0)

o= tim BN 500 = im PR
2 _ 2 _
V) — lim 222
= lim _x_+—y_._ x=»0 X
x=0 x =1lim 0
x—0
. y(x?—yY)
= lim =>—2~ _
xl—l:r(l) x* + yz =0
y3
Ty
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Como f,(0, y) = —ysey #0 e £,(0, 0) = 0, podemos concluir que
£i(0, y) = —y para todo y. )
(b) Se x # 0, de (4) Sex = 0, de (4)
- ) . s - 0, 0
76 0) = lim LA =S®O o iy /ON =00
y=0 y—0 y—=0 y=0
2.2 _
xyfchr f)—o i 20
=lim—>—"Y y=0 Y
y=o y =1im 0
. x(xz _ yz) y—0
= lim 2/ B
yl—r'l(i) x2 + y2 =0
x3
X2
=X

Como f5(x, 0) = xsex # 0e f,(0, 0) = 0, entdo f)(x, 0) = x para todo x.

Interpretacdes geométricas das derivadas parciais de uma fungéo de duas va-
ridveis sdo similares aquelas dadas para fungGes de uma varidvel. O gréfico de
uma funcdo f de duas variaveis é uma superficie cuja equacdo é z = f(x, »).
Se y for mantida constante (digamos, y = y,), entdo z = f(x, y,) serd uma
equacao do trago dessa superficie no plano y = y,. A curva pode ser represen-
tada pelas equagdes

Y=y ¢ z=f(x,) )

pois ela ¢ a interseccdo dessas duas superficies.

Entdo, D, fix,, ¥,) ¢ a inclinagdo da reta tangente a curva dada pelas equa-
¢des (5) no ponto Py(xy, Yo S(Xps ¥o)), nO plano y = y,. Analogamente,
D, fix,, ¥o) representa a inclinagdo da reta tangente a curva cujas equagdes sdo

x=x ¢ z=f(x,))

no ponto Py, no plano x = x,. A Figura 1(a) e (b) mostra partes das curvas
e das retas tangentes.

EXEMPLO 4 Ache a inclinagdo da reta tangente a curva de intersecgdo das
superficies

z =424 — x? - 2y?
com o plano y = 2, no ponto (2, 2, J3).

Solucdo A inclinag¢do pedida é o valor de % no ponto (2, 2, \/3).

Jz —Xx

0x 224 —x? —2)?
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Assim, em (2, 2, \/3)
9z _ -2
ox 212

1
T 23

Como toda derivada é uma medida de uma taxa de varia¢do, uma derivada
parcial pode ser assim interpretada. Se f for uma fun¢do de duas variaveis x
¢ y, a derivada parcial de f em relagdo a x no ponto Py(x,, y,) dard a taxa de
variagdo instantinea, em P,, de f(x, y), por unidade de varia¢do em x (apenas
x varia, enquanto y é mantido fixo em y,;). Analogamente, a derivada parcial
de f em relagdo a y em P, dard a taxa de variagdo instantdnea, em P,, de
f(x, ), por unidade de variagdo em y, com x fixado.

EXEMPLO 5 De acordo com a lei dos gases ideais para um gas confinado,
~ se P newtons por metros quadrados for a pressdo, V' metros ctubicos for o volu-
me ¢ T graus for a temperatura, teremos a férmula

PV = kT (6)

onde k € uma constante de proporcionalidade. Suponha que o volume de um

gds em certo recipiente seja 100 m? e que a temperatura seja 90° e k = 8. (a)

Ache a taxa de variagdo de P por unidade de variacdo de T se V permanece.
fixo em 100 m3. (b) Use o resultado da parte (a) para aproximar a taxa de va-

riacdo na pressio, se a temperatura for aumentada para 92°. (c) Ache a taxa

de varia¢ido de V por unidade de variagdo.em P se T permanece fixa em 90°.

(d) Suponha que a temperatura seja mantida constante. Use o resultado da par-

te (¢) para encontrar a varia¢do aproximada no volume, necessaria para produ-

zir a mesma variacdo na pressdo que foi obtida na parte (b).

Solugédo Substituindo ¥V = 100, T = 90 ¢ k = 8 na equagéo (6), obtemos
P =12

(a) Resolvendo (6) para P com k& = 8, obtemos

8T
P=—
|4
A taxa de variagdo instantdnea de P por variagdo unitaria em 7, se V perma-
nece fixo, é X e
’ aT 9
oP _ 8
aT |4
Quando T = 90 e V = 100, 56? = 0,08, que é a resposta pedida.

(b) Do resultado da parte (a), quando T for acrescido de 2° (¢ V permanecer
fixo), o aumento aproximado em P sera 2(0,08) = 0,16. Concluimos, entéo,
que se a temperatura for aumentada de 90° para 92°, o aumento na pressao
sera de aproximadamente 0,16 N/m2.
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(c) Resolvendo (6) para V quando £ = 8, obtemos

= 8T
P
A taxa de varia¢do instantdnea de V por unidade de variagdo em P, se T
. , aV
permanece fixa, é 3P’ e
oV _ _ 8T
aP P?
Quando 7 = 90 e P = 7,2,
v _ _800)
aP (7,2
_ __125
9

que € a taxa de variagdo instantdnea de V por unidade de variagdo em P quan-
do T = 90e P = 7,2, se T permanecer fixa em 90°.

(d) Se P for acrescido de 0,16 e T for mantida fixa, entdo, do resultado da
parte (c), a variacdo em V deve ser de (0,16)(— &) = -2 Logo, devemos di-
minuir o volume em % m?, se a pressdo for aumentada de 7,2 para 7,36 N/m?.

Vamos estender o conceito de derivada parcial para func¢ées de n varidveis.

Seja P(x,, x,, ... , X,) um ponto em R" e seja f uma fungio de n varidveis Xy,
Xy, ... » X,. Entdo a derivada parcial de f em relagdo a x, é a funcdo, denotada
por D, f, tal que seu valor funcional em qualquer ponto P do dominio de f se-
ja dado por

Dy fix), x5 ..., X)

f(xl! X2y eee s Xi—1> Xk + Axk: Xisls oov s n) - f(xh xZ, eve 9 n)b
Ax,

= lim
Axp—0

se esse limite existir.

Em particular, se f for uma fungéo de trés varidveis x, y e z, entdo as deriva-
das parciais de f serdo dadas por

f(x +Ax,y,z)—f(x,y,z)

le(xa Y, Z) = hm

Ax—0 Ax
D2 (x, Y Z) = lim f(x, y+ Ay’ Z) _f(x9 Y, Z)
Ay—0 Ay
Az) —
D, f(x y,7) = lim L% %2+ 82 — f(x. 3. 2)
az=0 Az

se esses limites existirem.
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EXEMPLO 6

Dada f(x, y, 2) = x®y + yz* + 23, verificamos que

xfl(x7 Y z) + ,sz(x, Y 7) + Zf3(xa )z} = 3f(x’ ¥, 2)

Solugédo
fl(xr Vs Z) = 2xy

Mantidos y e z constantes, obtemos

Mantidos x e z constantes, obtemos

folx, y,2) = x* + 22
Mantidos x e y constantes, obtemos

fax, y,2) = 2yz + 32°

Logo,

xf1(% ¥, 2) + Yo%, ¥ 2) + 2f3(x, 3, 2) = X(2xy) + y(x* + 2%) + 2(2yz + 32%)

= 2x2%y + x%y + yz% + 2yz? + 323
= 3(x%y + yz2 + 2°)
= 3(x,,2)

EXERCICIOS 16.4

Nos Exercicios de 1 a 6, aplique a Definicdo 16.4.1 para encon-
_ trar as derivadas parciais indicadas.
L f(x,y)=6x + 3y — 7, D, f(x, y)
2. f(x,y) = 4x*> = 3xy; D, f(x, y)
3. f(x,y) = 3xy + 6x — y% D, f(x, )
4. f(x,y) = xy* = 5y + 6; D, f(x, )

5 fix, ) =x2+y5 fdx)) 6 flx,y)=

Nos Exercicios de 7 a 10, aplique a Defini¢cao 16.4.2 para encon-
trar as derivadas parciais indicadas.

X+
x2

2
Y fxy)
y

7. f(x, y, 2) = x2y — 3xy* +2yz; D, f(x, y, 2)

8. f(x,y,2) = x2 + 4y + 92% D, f(x, y, 2) :
9, f(x, y,2z1,t)=xyr + yzt + yrt + zrt; f(x, y, z, 1, t)
10. f(r, s, t, u, v, w) = 3r2st + st?v — 2tuv? — tow + 3uw?;

f{r, s, t,u, v, w)

11. Dada f(x, ¥) = x* — 92, encontre D, f(2, 1), (a) aplicando
a férmula (1); (b) aplicando a férmula (3); (c) aplicando a
Defini¢do 16.4.1 e entdo substituindo x e y por 2 e 1, respec-
tivamente.

12. Para a fungdo do Exercicio 11, ache D,f(2, 1), (a) aplicando
a férmula (2); (b) aplicando a férmula (4); (c) aplicando a
Definigdo 16.4.1 e entdo substituindo x e y por 2 ¢ 1, respec-
tivamente.

Nos Exercicios de 13 a 24, ache a derivada parcial indicada, man-

tendo todas as varidveis constantes menos uma, e aplicando os
teoremas para derivagdo ordindria.

13. f(x,y) =4y + x> + y*; D, f(x, y)

14. f(x,y) = % D, f(x: y)

15. f(0, ¢) = sen 30 cos 2¢; f,(0, ¢)

16. f(r,8) =r2cos 8 — 2rtg 6, fy(r, 6)
2

1. z=ein 5 Z

or
_ ,—0 .
3y 18. r = e7 % cos(f + ¢); %

ou

Ju
— (2 2 2y-172. %4 L u=tg ! el
19. u=(x*+ y* + z%) i 20. u=tg” (xyzw); 7w

21. f(x, y, 2z) = 4xyz + In(2xyz); f(x, y, 2)
22. f(x,y, z) = e senh 2z — " cosh 2z; f(x, y, 2)

3x
23. f(x, y,2) = € + tg~! Z—zy; 1,63 2)

24. f(r, 0, ¢) = 4r?sen 6 + Se” cos O sen ¢ — 2 cos ¢; f5(r, 6, @)

25. If f(r, 0) = r tg @ — r? sen 8, ache (a) £1(+/2, 3n); (b) £2(3, 7).
26. If f(x, y, z) = &”° + In(y + z),ache (@) £1(3,0, 17);
(b) £5(1, 0, 2); (c) £5(0, 0, 1).

Nos Exercicios 27 e 28, ache [f.(x, y) e f,(x, »).

27. f(x, y) = f’ Insent dt 28. f(x,y) = f: et dt

r ! Veri Gu Ou
29, Dada u = sen ’ + In e Verifique ¢ at +r ar

30. Dada w = x¥ + y*z + z%x. Prove que
ow dw ow

a+5‘;+5=

X+
31. Dada f(x, y) = | ¥ + »*
0

= 0.

(x+y+2P

se (x, ») # (0, 0)

se (x, ») = (0, 0)
Ache (a) £,(0, 0); (b) £»(0, 0). '
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X~ xy
X+ se (x, y) # (0, 0)

0 se (x, ) = (0, 0)
Ache (a) £1(0, y) se y = 0; (b) £,(0, 0).

33. Para a funcdo do Exercicio 32, ache (a) fix, 0)'se x # 0; (b)
10, 0).

32. Dada f(x, y) =

34. Ache a inclinagio da reta tangente A curva de intersec¢ido da

superficie 36x> — 9y + 4z2 + 36 = 0 com o plano x = 1,
no ponto (1, JI—Z, —3). Interprete essa inclinacdo como uma
derivada parcial.

35. Ache a inclinagdo da reta tangente A curva de intersec¢do da

superficie z = x* + 2 com o plano y = 1, no ponto (2, 1, 5).
Faca um esbogo. Interprete essa inclinagio como uma deri-
vada parcial.

36. Ache as equagdes da reta tangente a curva de intersec¢do da .

superficie X2 + 3* + 72 =
{, 2, 2).

9 com o plano y = 2, no ponto

37. A temperatura em qualquer ponto de uma placa plana é

Tgrause T = 54 —Zx? — 4y2 Se a disténcia for medida em
centimetros, ache a taxa de variagdo da temperatura em rela-
¢do a distancia movida ao longo da placa nas direcdes dos
eixos positivos x e y, respectivamente, no ponto 3, 1.

38. Use a lei dos gases ideais para um gés confinado (veja 0 Exem-

plo 5) e mostre que
14

39. Se V for o valor atual de uma anuidade ordingria de paga-

mentos iguais de $ 100,00 ao ano, por f anos, a uma taxa de
juros de 100i% ao ano, entdo

1—(1+ i)“]

V= 100|:

40.

41.

Célculo Diferencial de Fungdes de Mais de Uma Varigvel

(a) Ache a taxa de variagdo de ¥ por unidade de variagdo em
i, se t permanecer fixo em 8. (b) Use o resultado de (a) para
encontrar a variacdo aproximada no valor atual, se a taxa de
Juros mudar de 6 para 7% e o tempo permanecer fixo em
8 anos. (c) Ache a taxa de variagdo instantinea de V por uni-
dade de variagdo em ¢, se / permanecer fixo em 0,06. (d) Use
o resultado da parte (a) para encontrar a variacdo aproxima-
da do valor atual, se o tempo for diminuido de 8 para 7 anos
e taxa de juros estiver fixa em 6%.

Suponha que 10.000x da unidade monetéria seja o invent4-
rio feito numa loja, y seja o nimero de balconistas na loja,
P seja o lucro semanal da loja e

P = 3.000 + 240y + 20y(x — 2y) — 10(x — 12)?

onde 15 € x < 25e5 < y < 12. No momento, o inventdrio
€ de $ 180.000,00 e existem 8 balconistas. (a) Ache a taxa de
varia¢do instantanea de P por unidade de variagdo em X, se
¥ peranece fixo em 8. (b) Use o resultado da parte (a) para
encontrar a variagdo aproximada no lucro semanal, se o in-
ventdrio mudar de § 180.000,00 para $ 200.000,00 e o miime-
ro de balconistas permanecer fixo em 8. (c) Ache a taxa de
variacio instantdnea de P por unidade de variagio em Y, se
x permanece fixo em 18. (d) Use o resultado da parte (c) para
encontrar a varia¢do aproximada no lucro semanal, se o mi-
mero de balconistas for aumentado de 8 para 10 e o invent4-
rio permanecer fixo em $ 180.000,00.

Se S for a 4rea da superficie em metros quadrados do corpo
de uma pessoa, entdo a férmula que d4 um valor aproxima-
do para S sera ’

S = 2WOsHO
onde Wkge Hmsdo o peso e aaltura da pessoa. Se W = 70 kg

as as
e H = 1,8 m, ache oW e 3H e interprete o resultado.

16.5  DIFERENCIABILIDADE E Definiremos a diferenciabilidade de fungbes de mais de uma varigvel através de
DIFERENCIAL TOTAL uma equagio envolvendo o incremento de uma fungdo. Para motivar essa defi-
ni¢do obtemos primeiro uma representacdo para o incremento de uma fungdo
de uma \inica varidvel que ¢ similar Aquela que ir4 aparecer em nossa Defini¢do
16.5.2 de diferenciabilidade. Discutimos o incremento de uma fun¢do de uma
inica varidvel na Secgdo 3.1 e lembremos que, naquela seccio, se S for uma
funcdo derivével de x, ¢ y = f(x), entdo

£x) = lim 2

Ax—=0 Ax

onde Ax e Ay sdo incrementos de x e y e

Ay = f(x + Ax) — f(x)

Quando |Ax| for pequeno e Ax = 0, Ay/Ax difere de f’(x) por um nimero
pequeno que depende de Ax e serd denotado por e. Entio,

A
€=A_i_f’(x) se Ax # 0
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onde ¢ é uma fungdo de Ax. Dessa equagdao obtemos

Ay = f(x) Ax + € Ax
onde ¢ é uma fungdo de Axe e —» 0 se Ax - 0.

Do exposto acima, segue que se a fungdo f for derivavel em x,, o incremen-
to de f em x,, denotado por Af(x,), sera dado por

Af(xo) = f'(x0) Ax + € Ax onde lim e=0

Ax—0

Para fungbes de duas ou mais variaveis, uma equagdo correspondente a esta
¢ usada para definir a diferenciabilidade de uma fung¢do. Além disso, da defini-
¢do, determinamos um critério para uma fun¢io ser diferenciavel em um pon-
to. Os detalhes serdo dados para uma fun¢ao de duas variaveis e comegaremos
por definir o incremento de tal fungao.

Se f for uma fungdo de duas varidveis x e y, entdo o incremento de f no ponto
(x5, Y0o), denotado por A f{x,, ¥), € dado por

Af(x,, ¥o) = Af(x, + Ax, yo + AY) — f(x, Yo)

A Figura 1 ilustra essa definicdo para uma fungdo que é continua no disco
aberto contendo os pontos (x,, ¥,) € (X, + Ax, ¥, + Ay). A figura mostra parte
da superficie z = f(x, ¥). Af(x,, ¥o) = QR, onde Q é o ponto (x, + Ax,
Yo + Ay, f(x,, o)) € R é o ponto com as coordenadas (x, + Ax, ¥, + Ay,
SO + Ax, yo + Ay).

z Ogr Yoo f (xo. Yo

z=f(x,y) (xg + Ax, yo+ Ay, f(xg + Ax, yo+Ay))

|
[}
Y
) "
| i' y
foos) bl fagranypeay
_____ v
. (0. %0 0) (xg,+Ax, yo+ Ay, 0)
FIGURA 1

» ILUSTRACAO 1 Para a fungdo f definida por
flx,y) = 3x — xy?

encontramos o incremento de f num ponto (x,, ¥,) qualquer.

Af(xo, yo) = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(x0, Yo)
= 3(xo + Ax) — (xo + Ax)(yo + Ay)* — (3xo — Xo)o?)
= 3xy + 3 Ax — X0Yo> — Vo2 Ax — 2x0ye Ay — 2y, Ax Ay
— xo(Ay)* — Ax(Ay)* — 3xo + Xo¥o”
=3 Ax — yo? Ax — 2xoy0 Ay — 2y Ax Ay — xo(Ay)? — Ax(Ay)?
<
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Se f for uma fungdo de duas varidveis x e y e o incremento de f em (x,, ¥,) pu-
der ser escrito como

Af (X o) = Df(Xo, Y)AX + D,f(xp, y)Ay + € Ax + 6,Ay

onde ¢, e ¢, sdo fungdes de Ax e Ay, tais que ¢, » 0 ¢ ¢, — 0 quando (Ax, Ay)
— (0, 0), entdo diremos que f é diferencidvel em (x,, y,).

» ILUSTRAGCAO2 Vamos usar a Defini¢do 16.5.2 para provar que a fungdo da
Ilustragdo 1 é diferencidvel em todos os pontos de R2. Precisamos mostrar que
para todos os pontos (X, ¥,) em R? podemos encontrar um ¢, € um ¢,, tais que

Af(xo, yo) — D1 f(xo, yo) Ax — D, f(xo, yo) Ay = €, Ax + €, Ay
€ ¢ — 0, bem como ¢, » 0 quando (Ax, Ay) - (0, 0).

Como f(x,y) = 3x — xy?,

D, f(x0,¥0) =3 —yo> € Dyf(xp,¥0) = —2x0¥0

Com esses valores e o valor de Af(x,, y,) da Ilustragdo 1,

Af(xo, Yo) = Dy f(xo, ¥o) Ax — D f(Xo, ¥o) Ay = —xo(Ay)? — 2y, Ax Ay — Ax(Ay)?

16.5.3 TEOREMA

O lado direito da igualdade acima pode ser escrito das seguintes formas:
[—2yo Ay — (Ay)*] Ax + (—x, Ay) Ay
(—2yo Ay) Ax + (—Ax Ay — xo Ay) Ay
[—(Ay)*] Ax + (—2y, Ax — xo Ay) Ay
0-Ax + [—2y, Ax — Ax Ay — xo Ay] Ay
Assim, h4 quatro pares possiveis de valores para ¢, € ¢,

€= —2y,Ay—(Ay)* e €= —x,Ay

€, = —2y, Ay € € =—AxAy—x,Ay
€, = —(Ay)? e €= —2y,Ax — x4 Ay
e, =0 € €= —2yAx — Ax Ay — x, Ay
Para cada par
lim € =0 e lim € =0
(Ax,Ay)—(0,0) (Ax,Ay)—(0,0)

Deve ser notado que € necessario encontrar apenas um par de valores para -
€, € €. <

Se uma fungdo f de duas varidveis for diferencidvel em um ponto, ela serd
continua nesse ponto.

Prova Se f for diferencidvel em um ponto (x,, y,), segue, da Defini¢io 16.5.2,
que '

J(xo + Ax, yo + Ay) — f(Xo, Yo) = Dy f(Xq, ¥o) Ax + D, f(x,, Vo) Ay + €, Ax + €, Ay

onde ¢ — 0, bem como ¢, - 0 quando (Ax, Ay) = (0, 0). Logo,

S(xo + Ax, yo + Ay) = f(x, ¥o) + Dy f(x0, Yo) Ax + D, f(Xo, yo) Ay + €, Ax + €, Ay
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Passando ao limite ambos os membros da igualdade acima quando (Ax, Ay)
- (0, 0), obtemos
lim  f(xo + Ax, yo + Ay) = f(x0, yo) , (1)
{(Ax,Ay)—(0,0)
Se expressarmos x, + Ax = xe y, + Ay = y, entdo ‘““(Ax, Ay) - (0, 0)”’ é
equivalente a ‘““(x, ¥) = (x,, ¥,)>’. Assim, de (1),
lim  f(x, y) = f(xo, yo)

(x,y)=(x0,y0)

0 que prova a continuidade de f em (x,, ¥,). [ ]

O Teorema 16.5.3 estabelece que para uma fungdo de duas varidveis, dife-
renciabilidade implica continuidade. Mas a mera existéncia de derivadas par-
ciais D,f e D,f num ponto ndo implica diferenciabilidade naquele ponto. O
exemplo a seguir ilustra esse fato.

EXEMPLO 1 Dada

flix y)={;7£+¥*y“z se (x, y) # (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

prove que D, f(0, 0) e D,f(0, 0) existem, mas f ndo ¢ diferencidvel em (0, 0).

Solugdo
_ 0 _
D,10,0) = lim L& Q=SC0  f 16 0)  1im [ON =S0.0

x=0 x—0 y=0 y— 0
. 0-0 0-0

= lim = lim ——
x-0 X y—0 Y

= lim 0 =1im 0
x=+0 y=0

=0 —0

Logo, ambas D, f(0, 0) e D,f(0, 0) existem.
No Exemplo 4 da Seccdo 16.2 demonstramos que para essa fungio,

lim  f(x, y) ndo existe; logo, f ndo é continua em (0, 0). Como f nido
x ) = (0, 0)

¢ continua em (0, 0), segue, do Teorema 16.5.3, que fnio é diferencidvel em (0, 0).

O teorema a seguir d4 condigGes de garantir que uma fungéo seja diferencia-
vel em um ponto. E muito mais facil do que aplicar a Defini¢do 16.5.2. Sua
prova aparece na Sec¢do Suplementar 16.8.

Seja f uma fungdo de duas varidveis x € y. Suponha que D, f e D,f existam em
um disco aberto B(Py; 7), onde P, é o ponto (x,, ¥,). Entdo, se D,f e D,f fo-
rem continuas em P,, f serd diferencidvel em P,.
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EXEMPLO 2 Use o Teorema 16.5.4 para provar que a fungdo definida por
f(x,y) = x> + 3xy — 5y°

¢é diferencidvel em toda parte.

Solugdo Calculamos as derivadas parciais:
D, f(x,y)=3x>*+3y  D,f(x,y) = 3x — 15)?

Como D, f e D,f sdo continuas em toda parte, segue do Teorema 16.5.4 que
f é diferencidvel em toda parte.

O argumento usado para a fungdo polinomial f do Exemplo 2 pode ser apli-
cado a qualquer fung¢do polinomial. Assim sendo, toda fungéo polinomial é di-
ferencidvel em toda parte.

Observe que as condi¢des dadas no Teorema 16.5.4 sdo suficientes para pro-
var a diferenciabilidade de uma fun¢do em um ponto. Mas elas ndo sdo condi-
¢Oes necessarias. Isto é, uma fungdo pode ser diferencidvel em um ponto, mesmo
que suas derivadas parciais nfo sejam continuas neste ponto. Um exemplo de
tal funcdo aparece nos Exercicios de 42 até 45. Uma fun¢do satisfazendo as hi-
poteses do Teorema 16.5.4 serd dita continuamente diferencidvel no ponto P,.
Assim, a diferenciabilidade continua em um ponto é uma condigéo suficiente,
mas ndo necessaria, para a diferenciabilidade no ponto.*

EXEMPLO 3 Dada

X22

f(x, y) = xz—eryz se (x, y) # (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)
use o Teorema 16.5.4 para provar que f € diferencidvel em (0, 0).

Solucédo Para encontrar D, f, consideremos dois casos: (x, y) = (0, 0) e
x, y) # (0, 0). Se (x, y) = (0, 0), temos

D, f(0,0) = lim {9 = /0.0

x-0 x—0
. 0-0

= lim
x=0 X

=0

Se (x, ) # (0, 0), f(x, ¥) = x¥y¥/(x* + y?). A fim de encontrar D, f(x, »),
usamos o teorema para a derivada ordinaria de um quociente e consideramos
y como uma constante.
2xy*(x? + y*) — 2x(x*y?)

(x* + y?)?

4

D, f(x,y) =

. 2xy
(xl + y2)2

* N. do R.: Observe que para uma fungio de uma varidvel a existéncia de derivada e a diferencia-
bilidade sdo equivalentes, o que ndo acontece para fungdes de vdrias varidveis. Por
esse motivo, ndo € rigorosamente correto usar o termo ‘‘diferenciar’’ no lugar de ‘““de-
rivar’’ de forma geral, embora isso seja comum.



