286

Integraggo e a Integral Definida

' Na 4iltima secgdo do capitulo discutimos métodos numéricos para determi-
nar um valor aproximado de uma integral definida. Os cdlculos exigidos nesses
processos sao feitos facilmente por meio de calculadoras programaveis e com-
putadores.

5.1 ANTIDIFERENCIACAO

5.1.1 DEFINICAO

5.1.2 TEOREMA

Vocé ja esta familiarizado com operagdes inversas. Adigdo e subtragdo, multi-
plicagao e divisdo sao operag¢des inversas, bem como potenciagio e radiciagio.
Nesta seccao, vamos desenvolver a operagao inversa da diferenciagdo chamada
de antidiferencia¢do. Vamos comegar introduzindo a antiderivada.

Uma fungdo F sera chamada de antiderivada de uma fun¢do f num mtervalo
I se F'(x) = f(x) para todo x em [

P ILUSTRAGCAO 1 Se F for definida por
F(x)=4x>+x*+ 5§

entdo, F'(x) = 12x2 + 2x. Assim, se f for a funcio definida por
Six) = 12x% + 2x

logo, afirmamos que f € a derivada de F e que F é uma antiderivada de f. Se
G for a funcdo definida por

G(x) =4x> + x2 — 17

entdo, G também sera uma antiderivada de £ pois G'(x) = 12x* + 2x. Na rea-
lidade, toda fungio cujos valores funcionais sdo dados por 4x* + x? + C, on-
de C é uma constante qualquer, € uma antiderivada de f. «

Em geral, se uma fungéo F for antiderivada de uma fungio f num intervalo
I e se a fungdo G for definida por

G(x) = F(x)+ C
onde C é uma constante arbitraria, entdo
G'(x) = F(x)
= f(x)
¢ G também serd uma antiderivada de f no intervalo I.
Passaremos, agora, a demonstrar que se F for qualquer antiderivada parti-
eular de f num intervalo 7, entdo toda antiderivada de f em I serd dada por

F(x) + C, onde C ¢ uma constante arbitraria. Necessitaremos primeiro de um
teorema preliminar.

Se f e g forem duas fungdes, tais que f'(x) = g'(x) para todo x no intervalo
I, entdo haverd uma constante K, tal que

J) = g(x) + K para todo x em J

Prova Seja h a funcao definida em I por

h(x) = f(x) — g9(x)
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assim sendo, para todo x em /7,
K(x) = f(x) — g'(x)

Mas, por hipétese, f'(x) = g’(x) para todo x em /. Logo,

~ K(x)=0  para todo x em /

Assim, o Teorema 4.3.3 aplica-se & fung¢do /4 e existe uma constante K, tal que
h(x)=K . paratodo x em /

Substituindo k(x) por f(x) — g(x), obtemos
J(x)=g(x) + K para todo x em I

e o teorema estd provado. |

O préximo teorema segue, imediatamente, do Teorema 5.1.2.

;,»4;“ W Aok Bt

Sg F for uma anttdcrwada pamcula e f em um mtervalo I entao toda antid

Prova Suponha que G represente qualquer antiderivada de f em I; entdo
G'(x) = fix) para todo x em [/ (2)

Como F ¢ uma antiderivada particular de f em I,
F(x) = f(x) para todo x em J (3)
De (2) e (3), segue que a
G'(x) = F'(x) para todo x em [
Logo, pelo Teorema 5.1.2, existe uma constante K, tal que
G(x) = F(x) + K  para todo x em / '

Como G representa qualquer antiderivada de fem /, segue que toda antideriva-
da de f pode ser obtida de F(x) + C, onde C é uma constante arbitrdria. Assim,
estd provado o teorema. n

Antidiferenciaciio € o processo de encontrar o conjunto de todas as antideri-
vadas de uma dada funcdo. O simbolo E denota a operacdo de antidiferencia-

¢d0 e escrevemos

[fxdx=Fx)+C . @
onde '
F(x) = f(x)

d(F(x)) = f(x) dx ()
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5.1.4 TEOREMA

5.1.5 TEOREMA

5.1.6 TEOREMA

5.1.7 TEOREMA

Integragdo e a Integral Definida

Leibniz introduziu a conveng¢do de escrever a diferencial de uma fungao apés
o simbolo de antidiferenciacao. A vantagem dessa notagdo ficara evidente quan-
do calcularmos antiderivadas, mudando a varidvel na Secgdo 5.2. De (4) e (5)
podemos escrever

f dF(X) = Fx) + C

Essa formula sera usada para obter férmulas de antidiferenciacdo nas secgbes
a seguir; ela estabelece que quando antidiferenciamos a diferencial de uma fun-
¢do, obtemos a propria fun¢do mais uma constante arbitraria. Assim, podemos

considerar que o simbolo de antidiferenciagdo E significa a operagdo inversa da

opera¢io denotada por d para o cdlculo da diferencial.

Se [F(x) + (] for o conjunto de todas as fung¢des cuja diferencial é f(x) dx,
também serd o conjunto de todas as fungdes cujas derivadas sdo f(x). Assim
sendo, a antidiferencia¢do ¢ considerada como a operagédo de encontrar o con-
junto de todas as funcdes, tendo uma dada derivada.

Como a antidiferenciacdo ¢ a operacao inversa da diferenciagdo, os teoremas
sobre antidiferenciacdo podem ser obtidos dos teoremas sobre diferenciagéo.
Assim sendo, os teoremas a seguir podem ser provados a partir dos teoremas
correspondentes da diferenciacdo.

de=x+C

qu(x)dx=a§f(x)dx-

onde g é uma constante.

O Teorema 5.1.5 estabelece que para determinar uma antiderivada de uma
constante vezes uma fungio, achamos primeiro uma antiderivada da fungio,
multiplicando-a, em seguida, pela constante.

Se f, e f, estdo definidas no mesmo intervalo, entdo

[ A0 + Aol dr = [fiw dx + £ ax

O Teorema 5.1.6 estabelece que para determinar uma antiderivada da soma
de duas func¢des, achamos primeiro a antiderivada de cada uma das fung¢des
separadamente e entdo, somamos os resultados, ficando subentendido que am-
bas as fungdes estdo definidas no mesmo intervalo. O Teorema 5.1.6 pode ser
estendido a um nimero qualquer, finito, de fun¢des. Combinando o Teorema
5.1.6 com o Teorema 5.1.5, temos o teorema a seguir.

Se fi, S5 ... , f, estdo definidas no mesmo intervalo,
[ (/i) + @i +...+ e.f00) dx
= ¢ jf,(x)dx + 6 S_ﬁ(x)dx Fok G If,,(x)dx

onde ¢,, ¢, ... , €, S0 constantes.
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5.1.8 TEOREMA | Se n for um nimero racional, O e ¢
! LI | ' g g .
Sx"dx= o4 ¢ aw -
Prova
(x'”‘) (n + 1)x”
D, =
n+1 n+1
= x" n

» ILUSTRAGAO 2 Aplicando o Teorema 5.1.8 para valores especificos de »,

temos
fxzdx=%3+c fxadx=%t+c
f%dx=fx'zdx f{/;dx=fx”3 dx
- 13+1
=j2+1+C =§T+C
=£___1l+C =x—;E+C
3
1 — 3,413
=—;+C R AT r

A ilustragdo a seguir mostra como os Teoremas 5.1.4 até 5.1.8 sdo usados
para antidiferenciar.

> ILUSTRAGAO 3

[Bx+9)dx= [3xdx + [sdx  (pelo Teorema 5.1.6)

=3 fx dx+ 5 fdx (pelo Teorema 5.1.5)

2
= 3(% + C;) + 5(x + C;)  (pelos Teoremas 5.1.8 e 5.1.4)
=3x?+5x +(3C, + 5C,)

Como 3C, + 5C, ¢ uma constante arbitrdria, ela-pode ser denotada por C; as-
sim, o resultado pode ser escrito como

x?+5x+C

Pode-se conferir a resposta calculando sua derivada.

D(3x*+5x+C)=3x+5 <
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EXEMPLO 1 Calcule
J‘(Sx‘1 —8x* +9x* — 2x + 7) dx
Solugdo
f(sf — 8x% + 9x? — 2x + T) dx
=5_[x‘*dx—sfx3dx+9fx2dx-2jxdx+7jdx

x? x* x3 x¢
—_c. X _q. X . 7
5 5 8 74+9 3 2 2'|‘ x+C

=xt 2244+ —-+Ix+C

EXEMPLO 2 Calcule

ﬂﬁ(x+%) dx

Solugdo
[ l 1/2 s |
ﬁ(x+;)dx=fx*(x+x ) dx

— J‘(xarz + x~12) dx

5/2 12

X X

=—=+5+C
2 2

=437 4 x4 C

EXEMPLO 3 Calcule
512+ 7
II‘_‘T dt
Solucdo
5247 2 1
_|'_——£4f3 dlﬁsj“ﬁﬁdf+7.[;£ﬁdl
=5 J',m dt + 17 f:“'” dt
t5f3 t—lf.’i
=S(T)+7( _.L)+C
3 3
=53+ (=3P + C

21
=300 — oz + C
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5.1.10 TEQREMA

5.1.11 TEOREMA

5.1.12 TEOREMA

5,1.13 TEOREMA

5.1.14 TEOREMA
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Os teoremas para a antiderivada das fungdes seno e co-seno seguem imedia-
tamente dos teoremas correspondentes para diferenciacio.

|
w
(]
=
~
|

Prova D (sen x) = cos x i

Os teoremas a seguir sdo conseqiiéncias dos teoremas para as derivadas das
funcdes tangente, co-tangente, secante ¢ co-secante. As demonstragdes também
sdo imediatas, obtidas com o cdlculo da derivada do segundo membro das
formulas.

EXEMPLO 4 Calcule
_['(3'sec xtgx — 5 cosec? x) dx
Solugdo Aplicamos os Teoremas 5.1.13 e 5.1.12.

I(S sec x tgx — 5cosec? x) dx = 3Isecxtgx dx — SJ'coseczxdx
=3secx — —cotgx)+ C
=3secx+S5cotgx+ C

As identidades trigonométricas sdo freqiientemente usadas quando calcula-
mos antiderivadas envolvendo funges trigonométricas. As oito identidades fun-
damentais a seguir sdo cruciais:

. senxcosecx =1 = cosxsecx =1 tg x cotg x = 1
- Csenx cos X
g x=s — cotg x = ——

o cos x sen x

osentx + cos?x =1 tg?x+ 1 =sec?x  cotg?x + 1 = cosec?x

T . = ean
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EXEMPLO 5 Calcule

_ 2 -
§ 2 cotg x — 3 sen X i
sen x
Solugéo
—_ 2
S 2 cotg x — 3 sen X gy
sen x
2
=2S ! -cotgxdx—Bgm—xdx
sen x sen x

chosecxcotgxa’x— SSSenxdx

2(—cosecx) — 3(—-cosx) + C (dos Tecremas 5.1.14 e 5.1.9)
= —2cosecx + 3cosx + C

EXEMPLO6  Calcule
S (tg? x + cotg? x + 4) dx
Solugdo

S (tg? x + cotg? x + 4) dx

E [(sec* x — 1) + (cosec®> x — 1) + 4] dx

iseczxdx + Scoscczxdx + 2jdx

tgx —cotgx + 2x + C (dos Teoremas 5.1.11 e 5.1.12)

Freqiientemente, em aplicagdes envolvendo antidiferencia¢io, desejamos en-
contrar uma antiderivada especifica que satisfaca determinadas condi¢ées cha-
madas inicial ou lateral, conforme elas ocorrem no ponto inicial ou para os pon-

tos extremos do intervalo de defini¢do da varidvel.* Por exemplo, se uma equagio

envolvendo % for dada, bem como a condig¢do inicial de que y = y, quando

X = X, entdo depois que ¢ conjunto de todas as antiderivadas for encontra-
do, se x e ¥ forem substituidos por x, e ¥,, iremos determinar um valor especi-
fico da constante arbitraria C. Com esse valor de C, uma determinada antideri-
vada ¢ obtida.

P ILUSTRACAO 4 Suponha que desejemos encontrar uma determinada funcdo
¥(x) satisfazendo a equagao
dy
= =2
dx ¥
(ou seja, uma antiderivada da fungio f(x) = 2x)
e a condicdo inicial de que ¥ = 6 quando x = 2. Da férmula

y= f2x dx temos y=x24C (6)

* N. do T.: As condigdes iniciais sio também conhecidas como condigdes de Cauchy, e as condi-
¢oes laterais como condigdes de contorno, de fronteira ou de extremos.
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Em (6), substituimos x por 2 e y por 6, obtendo

6=4+C
C=2

Quando esse valor de C é substituido em (6), obtemos
y=x*+2

que d4 a antiderivada desejada. <

EXEMPLO 7 Em qualquer ponto (x, y) de uma determinada curva, a reta tan-
gente tem uma inclinacdo igual a 4x — 5. Se a curva contém o ponto (3, 7),
ache sua equacao.

‘Solugéo Como a inclinagdo da reta tangente a uma curva em qualquer pdnto
(x, ») ¢é o valor da derivada nesse ponto, temos

dy
ol
dx X
y:_f(4x-5)dx
2
y=4(%)—5x+c
y=2x2—5x+C )

A Equacdo (7) representa uma familia de curvas. Como queremos determinar
uma certa curva dessa familia que contenha o ponto (3, 7), substituimos x por
3 e y por 7 em (7), obtendo

7=29-53)4+C
T=18—15+C
C=4
Substituindo C por 4 em (7), iremos obter a equacdo da-curva pedida, que é

y=2x2—5x+4

Na Sec¢do 3.4 introduzimos as fung¢des custo marginal e rendimento margi-
nal, da economia. Elas sdo as derivadas primeiras, C’ ¢ R’ da funcéo custo
total C e da fungdo rendimento total R, respectivamente. Assim, C ¢ R podem
ser obtidas de C’ ¢ R’ por antidiferenciacdo. Ao determinarmos a funcgio C
de C’, a constante arbitraria pode ser avaliada se conhecermos o custo geral
(isto €, o custo quando nenhuma unidade ¢ produzida) ou o custo da producio
de um nimero especifico de unidades da mercadoria. Como em geral é verdade
que a fun¢io rendimento total é zero quando o mimero de unidades produzidas
€ zero, esse fato pode ser usado para avaliar a constante arbitrdria quando de-
terminamos a fungdo R de R”.
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EXEMPLO 8
C'(x)=4x — 8

A fungdo custo marginal C’ é dada por

quando C(x) é o custo total da producio de x unidades. Se o custo da producio
de 5 unidades for $ 20, ache a fungdo custo total.

Solucédo Como C’(x) = 4x — 8
Clx) = f(4x — 8)dx
=2x*—8x+k

Como C(5) = 20, obtemos & = 10. Logo,
C(x) =2x? —8x + 10

Observe que como o custo marginal deve ser ndo-negativo, 4x — 8 > 0 ou,
de modo equivalente, x > 2. Portanto, o dominio de C é [2, + ); lembre-se
que embora x represente o nimero de unidades de uma mercadoria, supomos
que x seja um numero real para dar os requisitos de continuidade para as fun-

¢oes Ce C'.

EXERCICIOS 5.1

Nos Exercicios de 1 a 36, faca a antidiferenciagdo. Nos Exerci-
ciosdel a8, del5al8edella3d, verifique o resultado, calcu-
lando a derivada de sua resposta.

; 1
1. f3x dx 2. J"zx’ dx 3. JFdx
3
4. J-t—sd: 5, J’ Su'2 dy 6. J'lo Yx? dx
7.Jidx s.jidy 9. _[6;2</Edz
x Jy

10. f?ﬂ Jx dx

12 [(Bu® — 2w du

14. J‘ X5 — x?) dx

16. ‘f(4x3 —3x2 4 6x — 1) dx
17. _[{Sx“ + 4x3 — 6x% — 4x + 5)dx

19. fﬁ[x + 1) dx
21. j' (x*? — x) dx

11. J'm’ + x?) dx
13, f Y(2y* — 3) dy
15. j(s — 2+ Y dt

8. j(z + 3x? — 8x%) dx
20. f{ax’ +bx + ¢) dx

(/2 3
22. (J'~L)dx 23. (?+F+5)dx

! \/-; o
n ~ o2 4 —
2, (3—l4+lz)dx 25, | XX,
i x* x J \f;
™~ _4 22_1 -
% (L1, . (sﬁ‘)dx
o \f} LY {/;

271 —1
23.[ i 2. (@ sent - 2cos )t
Ut '
30 I{S cos x — 4sen x) dx 3l j:;:zz dx

5 j' coszx. i

sen? x
33. f(4 cosec’x cotg x + 2 sec? x) dx
34. I(S cosec? t — S secztg ) dt

35, j"(z cotg? § —3 tg? 0) df

J'Bth—éicosiﬂ

df
cos @

36.

37. O ponto (3, 2) estd numa curva e em qualquer ponto (x, y)
sobre a curva a inclinagdo da reta tangente éigual a 2x — 3.
Ache uma equacgdo da curva.

38. A inclinagdo da reta tangente num ponto qualquer (x, y} de
uma curva é 3./x. Se o ponto (9, 4) esté na curva, ache uma
equacdo para ela.

39. Os pontos (— i, 3) e (0, 2) estdo numa curva ¢ em qualquer
2

d
ponto (x, y) da curva ‘:
dx

= 2 — 4x. Ache uma equa-
dly _ dy'
dx?

uma equacdo envolvendo y¥’, x e uma constante arbitraria

C,. Dessa equacdo, obtenha uma outra envolvendo y, x, C,
e C,. Usando as condigdes, calcule C, e C,.)

¢do da curva. (Sugestdo: faga e obtenha
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40. Uma equagdo da reta tangente a curva no ponto (1, 3) é
2

¥ = x + 2. Se em qualquer ponto (x, ) da curva Sx‘: =

" = 6x, ache uma equacdo da curva. Veja a sugestdo para o
-Exercicio 39.

41. Em qualquer ponto (x, ») de uma curva,

2
L =1-x
dx?

€ uma equagdo da reta tangente a curva no ponto (1, 1) é
Y = 2 — x. Ache uma equacdo da curva. Veja a sugestdo
dada no Exercicio 39.

3

42. Em qualquer ponto (x, ») de uma curva, % = 2
€ (1, 3) € um ponto de inflexdo no qual a inclinagdo da tan-
gente de inflexao é —2, Ache uma equagio da curva.

43. A fungéo custo marginal é dada por C’'(x) = 3x2 + 8x + 4,
e o custo geral ¢ $6. Ache a fun¢io custo total.

44, Uma empresa determinou que a fun¢io custo marginal
para a produgdo de certa mercadoria é dada por C'(x) =
= 125 + 10x + 4x?, onde C(x) ¢ o custo total da pro-
dugdo de x unidades da mercadoria. Se o custo geral for de
$ 250, qual serd o custo da predugdo de 15 unidades?

45, A funcio custo marginal ¢ definida por C’(x) = 6x, onde
C(x) é o mimero de centenas de unidades monetérias no custo
total de x centenas de unidades de certa mercadoria. Se o custo
de 200 unidades for $ 2000, ache (a) a funcdo custo total e
(b) o custo geral.

46. A fun¢do rendimento marginal para uma certa mercadoria

* éR’(x) = 12 — 3x. Se x unidades forem demandadas quan-
do p unidades monetérias for o prego unitdrio, ache (a) a fun-
‘¢do rendimento total e (b) uma equagio envolvendo p e x
(2 equagdo de demanda).

47. Para um determinado artigo, a fun¢fo rendimento marginal

.édada por R’ (x) = 15 — 4x. Se x unidades forem deman-
dadas quando p unidades monetdrias for o prego por unida-
de, ache (a) a2 fungdo rendimento total e (b) uma equagio
envolvendo p e x (a equagdo de demanda).

48. A eficiéncia de um operério é dada por uma porcentagem.
Por exemplo, se a eficiéncia do trabalhador num dado inter-
valo de tempo for de 70%, entdo ele estd trabalhando com
70% de todo o seu potencial. Suponha que E% seja a sua
eficidncia ¢ horas ap6s comegar a trabalhar e que a taxa se-

- gundo a qual E estd variando é (35 — 8/)%, a cada hora.
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Se a eficiéncia ap6s 3 h de trabalho for de 81%, ache a sua
eficiéncia apés trabalhar (a) 4 h e (b) 8 h.

49. O volume de 4gua num tanque € ¥ m? quando a profundi-
dade da dgua ¢ A m. Se a taxa de variagdo de V" em relagio
a hfor n(4h? + 12k + 9), ache o volume de 4gua no tan-
que quando a profundidade for de 3 m.

50. Um colecionador de arte comprou uma pintura por $ 1.000 de
um artista cujos trabalhos aumentam de valor em relacdo ao
tempo, de acordo com a férmula% = 5% + 10t + 50,
onde V € o valor estimado de uma pintura ¢ anos apds sua
compra. Se essa férmula for valida pelos préximos 6 anos,

- qual o valor previsto para a pintura daqui a quatro anos?

51. Seja f(x) = 1 para todo x em (-1, 1) e seja

—1 se —1<x<0

g{x}={ 1se O<x<1

Entdo f'(x) = 0 para todo x em (—1, 1) € g'(x) = 0, onde
quer que exista g’ em (-1, 1). Mas, f(x) = g(x) + K para
x em (—1, 1). Por que o Teorema 5.1.2 nio é valido?
52, Seja
—1 se x<0
flix)=< 0 se x=0
1 se 0<x

€ F(x) = |x|. Mostre que F" (x) = f(x)se x # 0. Féuma
antiderivada de f em (— o, + «)? Explique.
53. Seja f(x) = |x| e F definida por

Flx) = —ix? se x<0
= ix? se O0gx
Mostre que F € uma antiderivada de fem (—o0, + o).
54. Seja

V) = 0 se x<0
(p) = 1 se 0 x

Mostre que U ndo tem uma antiderivada em (— 0, 4 ).
(Sugestdo: suponha que U tenha uma antiderivada F em
(— e, + ) e uma contradigdo serd obtida se mostrarmos,
entdo, que pelo teorema do valor médio existe um niimero
k,tal que F(x) = x + ksex > 0e F(x) = ksex < 0.)

5.2 ALGUMAS TECNICAS DE  Muitas antiderivadas ndo podem ser encontradas diretamente com a aplicagio
ANTIDIFERENCIAGAO  dos teoremas da Secgdo 5.1. E entfio, faz-se necessrio aprender certas técnicas
que podem ser usadas no cdlculo de tais antiderivadas. Nesta secgdo discutire-
mos técnicas que requerem a regra da cadeia para a antidiferenciagdo e aquelas
que envolvem uma mudanca de varidvel.

» ILUSTRAGAO 1 Para diferenciar J;(1 +.x2)'" aplicamos a regra da cadeia
para a diferenciacdo e obtemos

D,[#5(1 + x?)'%] = (1 + x%)°(2x)



